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11 êëàññ (Àçèÿ)

▷ 1. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà a2024, ãäå ak = 9ak−1 , a1 = 9.

Ðåøåíèå: Âûïèøåì ïîñëåäíèå äâå öèôðû ïåðâûõ äåñÿòè ñòåïåíåé ÷èñëà 9.
91 = ...09, 92 = ...81, 93 = ...29, 94 = ...61, 95 = ...49, 96 = ...41, 97 = ...69, 98 =
...21, 99 = ...89, 910 = ...01.
×èñëî 99 = a2 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 9, ò. å. 99 = 10k + 9.
Ñëåäîâàòåëüíî, a3 = 99

9

= 910k+9 = (910)k · 99 = (...01)k · (...89) = ...89.

▷ 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 4x + 3y − 2x{x2+y2

x2 } = 0, ãäå {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü
÷èñëà x.

Ðåøåíèå: x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞), x
y = t

2 + 3
2 t = {1 + t2}

{x+ n} = {x}
{t2} = 2 + 3

2 t, 0 ⩽ 2 + 3
2 t < 1,− 4

3 ⩽ t < − 2
3

4
9 < t2 ⩽ 1 7

9

1) 49 < t2 < 1
{t2} = t2, t ∈ (−1;− 2

3 )
2)1 ⩽ t2 ⩽ 16

9
{t2} = t2, t ∈

[
− 4

3 ;−1
]

1)t2 − 3
2 t− 2 = 0

t1 = 3
4 +

√
9
16 + 2 = 3+

√
41

4 /∈ (−1;− 2
3 )

t2 = 3−
√
41

4 ∈ (−1;− 2
3 )

2)t2 − 3
2 t− 3 = 0

t1 = 3
4 +

√
9
16 + 3 = 3+

√
57

4 /∈
[
− 4

3 ;−1
]

t2 = 3−
√
57

4 ∈
[
− 4

3 ;−1
]

Îòâåò: { 3−
√
57

4 ; 3−
√
41

4 }.

▷ 3. Íà äîñêå íàïèñàíî 100 ÷èñåë. Ñðåäè âñåõ èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðîâíî 2000 îòðèöàòåëüíûõ. Ñêîëüêî èç èñõîäíûõ ÷èñåë ðàâíû 0?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñðåäè íàïèñàííûõ ÷èñåë x ïîëîæèòåëüíûõ è y îòðèöàòåëü-
íûõ. ( x, y �� íàòóðàëüíûå ÷èñëà x+ y ⩽ 100).

Òàê êàê îòðèöàòåëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ âîçíèêàþò òîëüêî ïðè óìíîæåíèè
÷èñåë ðàçíîãî çíàêà, ñðåäè ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ðîâíî xy îòðèöàòåëüíûõ.

Èìååì xy = 2000. Òîãäà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x è y íå ïðåâîñõîäèò
√
2000, ò.

å. íå ìåíåå 44. Êðîìå òîãî, ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2000 = 24 · 53,
ïîýòîìó â åãî ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷èñëà
2 è 5, ïðè÷¼ì 2 â ñòåïåíè íå áîëüøå, ÷åì 4.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèìè ÷èñëàìè ëåæàùèìè â èíòåðâàëå [44; 100], áóäóò
òîëüêî ÷èñëà 50 è 100.

Èç óðàâíåíèÿ xy = 2000 íàõîäèì, ÷òî âòîðîå ÷èñëî ïðè ýòîì áóäåò ðàâíÿòü-
ñÿ 20 èëè 1. Ïàðà (100;1) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x+ y ⩽ 100. Îñòà¼òñÿ äâà
âàðèàíòà: 50 îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, è 20 ïîëîæèòåëüíûõ, èëè íàîáîðîò. Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷èñåë 70, à ïîýòîìó ñðåäè èñõîäíûõ ÷èñåë ðîâíî
30 íóëåâûõ.

▷ 4. Äàíû òðè óòâåðæäåíèÿ:
1) íåðàâåíñòâî x2 + x+ a ⩾ 0 ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x ;
2) ôóíêöèÿ y = log2ax ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé;

3) ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x2 + y2 = 2a2 − 3a+ 2,

y + acosx = 2
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ äâà èç ýòèõ óòâåðæäåíèé
èñòèííû, à îäíî ëîæíî.

Ðåøåíèå: Óñëîâèå 1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè a ⩾ 1
4 ;

óñëîâèå 2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè 0 < a < 1
2

óñëîâèå 3) âåðíî ïðè a = 1.
Îòâåò:

[
1
4 ;

1
2

)
∪ {1}.

▷ 5. Äåñÿòü ïðîñòûõ ÷èñåë ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè
ýòè ÷èñëà, åñëè a1 < 200 è a10 < 3000.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ïðîãðåññèè d ÷èñëî ÷¼òíîå, òàê êàê ïðîñòûå
÷èñëà � ÷èñëà íå÷¼òíûå (êðîìå 2).

Äàëåå, d êðàòíî 3, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäèí èç òð¼õ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè áóäåò äåëèòüñÿ íà 3.

Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî d äîëæíî áûòü êðàòíî 5 è 7 è, ñëåäîâàòåëüíî,
êðàòíî 2 · 3 · 5 · 7 = 210.

Èòàê, d = 210k. Íî ïî óñëîâèþ: a10 = a1 + 9d < 3000
a1 + 1890k < 3000,
k < 3000−a1

1890 < 2.
Çíà÷èò, k = 1 è d = 210. Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü a1. Èìååì: 210 = 11 · 19 + 1



è an = a1 + 210(n− 1) = a1 + 11 · 19(n− 1) + n− 1 Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî
a1 èëè ðàâíî 11, èëè èìååò âèä 22k+1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a1 = 22k ± r, ãäå
1 < r < 11. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë: 1, 2, 3,. . . ,9 âñåãäà íàéä¼òñÿ ÷èñëî m, êîòîðîå
â ñóììå ñ r äàñò ÷èñëî 11 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî am áóäåò êðàòíî 11. Èòàê,
èñïûòàíèþ ïîäëåæàò ÷èñëà: 11, 23, 67, 89, 199 (1) (òàê êàê 45, 111, 133, 155 è
177 � ÷èñëà ñîñòàâíûå).

Íî ïðè a1 = 11 èìååì a9 = 11 · 89;
a1 = 23 � a6 = 29 · 37;
a1 = 67 � a10 = 19 · 103;
a1 = 89 � a7 = 19 · 71.

Îñòà¼òñÿ ÷èñëî 199, êîòîðîå äà¼ò ïðîãðåññèþ èç 20 ÷èñåë: 199; 409; 619; 821;
1039; 1249; 1459; 1669; 1879; 2089. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè.

▷ 6. Äàí îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà

( 3
√
2 + 1)

3

√
3√2−1
3 .

Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1024
√
2024.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì äàííîå âûðàæåíèå(
3
√
2 + 1

)
· 3

√
3√2−1
3 =

3

√
(3 3√4+3 3√2+3)( 3√2−1)

3 = 3

√(
3
√
2− 1

) (
3
√
4 + 3

√
2 + 1

)
= 1.

l0 = 1 ⇒ 2024 = l1, ln =
√
l0 · ln−1, 1024 = 210

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:
l2 =

√
l0 · l1 = 2024

1
2

l3 =
√

1 · 2024 1
2 = 2024

1
22

l4 =
√
l0 · l3 = 2024

1
23

l5 =
√
l0 · l4 = 2024

1
24

. . .
l11 =

√
l0 · l10 = 2024

1
210 = 2024

1
1024 = 1024

√
2024

▷ 7. Èç ïîëíîãî íàáîðà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ îäíî. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öèôðû â çàïèñè ýòîãî ÷èñëà ðàñïîëàãàþòñÿ:
à) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî;
á) â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî.
Ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ öèôðû 0.

Ðåøåíèå: à) Ïóñòü ñîáûòèå A � ïîëó÷åíèå òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà, öèôðû â
çàïèñè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë N ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë îò 100 äî 999. Ïîýòîìó
N = 999−100+1 = 900. Ëþáûå 3 ðàçëè÷íûå öèôðû, èçâëå÷åííûå èç äàííûõ 10
öèôð: 0,1,. . . ,8,9 � ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü ïî óáûâàíèþ,
ïîýòîìó ÷èñëî áëàãîïðèïÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A èñõîäîâ: M1 = 10!

7!3! = 120

Ñëåäîâàòåëüíî:
P (A) = M1

N = 120
900 = 4

30
á) Ïóñòü ñîáûòèå C � ïîëó÷åííûå òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà, öèôðû êîòîðîãî ðàñ-
ïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî (íàïðèìåð, 122, 113, 222 è ò.
ä.). ×èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèïÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ , îáîçíà÷èì ÷åðåç 3.
Íàéä¼ì 3 äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ïåðâûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ 3:
×èñëî 3 áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

3 = L1+L2+L3+L4, ãäå L1 � êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû â çàïèñè
êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (íàïðèìåð, 134, 256 è ò. ä.); L2

� êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû â çàïèñè ÷èñëà îäè-
íàêîâû( íàïðèìåð, 111, 222. . . .,999); L3 � êîëè÷åñòâî âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë,
öèôðû â çàïèñè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, ïðè÷¼ì ïåðâûå
2 öèôðû îäèíàêîâû (íàïðèìåð, 114, 556, è ò. ä.); L4 - êîëè÷åñòâî âñåõ òð¼õ-
çíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû â çàïèñè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ,
ïðè÷¼ì ïîñëåäíèå 2 öèôðû îäèíàêîâû (íàïðèìåð, 133, 266, è ò. ä.).
Î÷åâèäíî, L1 ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ èçâëå÷åíèÿ ëþáûõ òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð
èç ñëåäóþùèõ äåâÿòè: 1, 2, . . . ,8,9 (â çàïèñè òàêèõ ÷èñåë íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü
0). Ïîýòîìó L1 = 84
L2 = 9, òàê êàê èìååòñÿ òîëüêî 9 òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûìè öèôðàìè
(111; 222;. . . ;999.)
Íàéä¼ì L3 ïåðåáîðîì. Ðàññìîòðèì âñå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ó êîòîðûõ öèôðû
ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, ïðè÷¼ì ïåðâûå 2 öèôðû � 1. Î÷åâèäíî,
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 8:
112,113,114,. . . 119 � âñåãî 8 ÷èñåë.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî çàïèñàòü:
223, 224,225,. . . ,229 � âñåãî 7 ÷èñåë.
334,335,336,. . . ,339 � âñåãî 6 ÷èñåë.
. . .
889 � 1 ÷èñëî.
Ïîýòîìó L3 = 8+7+6+. . . +1=36.
Íàéä¼ì L4 - êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàñïîëîæå-
íû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, ïðè÷¼ì ïîñëåäíèå öèôðû îäèíàêîâû.
Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë, çàêàí÷èâàþùèõñÿ äâóìÿ öèôðàìè 2,
ðàâíî 1:
122 � 1 ÷èñëî.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî çàïèñàòü:
133, 233 � 2 ÷èñëà.
144, 244, 344 � 3 ÷èñëà.
. . .
199, 299, 399,. . . ,899 � 8 ÷èñåë.
Òîãäà L4 = 1+2+3+. . . +8=36.
Ïîëó÷àåì

3 = L1 + L2 + L3 + L4=84+9+36+36 = 165.



P (C) = 165
900 = 11

60 = 0, 1833.

▷ 8. Èìåþòñÿ îäíà òðåóãîëüíàÿ è îäíà ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäû, âñå ð¼áðà
êîòîðûõ ðàâíû 1. Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü èõ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñêëåèòü
èç ýòèõ ÷àñòåé êóá (áåç ïóñòîò è ùåëåé, âñå ÷àñòè äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ).

Ðåøåíèå: Ðåøèì ñíà÷àëà îáðàòíóþ çàäà÷ó: ðàçðåæåì êóá ABCDA1B1C1D1

ñ ðåáðîì a íà ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü äâå ïèðàìèäû. Äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî òåòðàýðä ACB1D1 � ïðàâèëüíûé ñ ðåáðîì

√
2a, à îñòàâøàÿñÿ

÷àñòü êóáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðå îäèíàêîâûå òðåóãîëüíûå ïèðàìèäû, êî-
òîðûå ìîæíî ñêëåèòü â îäíó ÷åòûð¼õóãîëüíóþ, âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû

√
2a.

Â íàøåì ñëó÷àå íóæíî âûáðàòü a = 1√
2
.

Ïîýòîìó íóæíî â èñõîäíîé ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå OABCD ñ
âåðøèíîé O ïðîâåñòè âûñîòó OH è ðàçðåçàòü ïèðàìèäó ïëîñêîñòÿìè OHA è
OHB íà 4 îäèíàêîâûå ÷àñòè. Ïðèêëåèâ ê êàæäîé ãðàíè èñõîäíîãî ïðàâèëüíî-
ãî òåòðàýäðà ïî îäíîé èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé, ìû ïîëó÷èì êóá ñ ðåáðîì 1√

2
.

▷ 9. Ïðî òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñëà èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êóáîâ ëþáûõ
äâóõ èç íèõ ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó êâàäðàòîì òðåòüåãî è ÷èñëà 4

5 . Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå: Ïóñòü a, b, c � çàäàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ èìååì ñèñòåìó ðà-
âåíñòâ:
a3 + b3 = c2 − 4

5 , b
3 + c3 = a2 − 4

5 , a
3 + c3 = b2 − 4

5 . (1)
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì a3 − c3 = c2 − a2.
Ñîêðàùàÿ íà (a− c), ïî óñëîâèþ a ̸= c, ïîëó÷àåì a2 + ac+ c2 = −(a+ c).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî b2+ab+a2 = −(a+b) è b2+bc+c2 = −(b+c),
ò. å. a2 + ac+ c2 = −(a+ c), b2 + ab+ a2 = −(a+ b), b2 + bc+ c2 = −(b+ c). (2)
Ïîýòîìó (a2+ac+c2)˘(b2+bc+c2) = (b+c)˘(a+c), îòêóäà (a2−b2)+c(a−b) =
−(a− b). Ñîêðàùàÿ íà (a− b), ïî óñëîâèþ a ̸= b, ïîëó÷àåì a+ b+ c = −1. (3)
Ñêëàäûâàåì âñå òðè ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷èì 2(a2 + b2 + c2) + (ab + bc + ac) =
−2(a+ b+ c), 2(a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ac) = 2.
Îòêóäà (ñì (3)):

ab+ bc+ ac = 0. (4)
Äàëåå âîçâåä¼ì â êóá îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3): −1 = (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 +
3(a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + a2c+ ac2) + 6abc(5)
Çàìåòèì, ÷òî (a2b+ab2+ b2c+ bc2+a2c+ac2) = (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)−3abc =
0− 3abc = −3abc.
Äàëåå, ñêëàäûâàÿ âñå òðè ðàâåíñòâà (1), ïîëó÷èì
2(a3 + b3 + c3) = a2 + b2 + c2 − 12

5 = (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) − 12
5 =

(−1)2 − 2 ∗ 0− 12
5 = 1− 12

5 = − 7
5 , îòêóäà a3 + b3 + c3 = − 7

10 .
Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ïðèíèìàåò âèä: −1 = − 7

10 + 3(−3abc) + 6abc = − 7
10 − 3abc.

Òîãäà 3abc = 1− 7
10 = 3

10 .
Ñëåäîâàòåëüíî, abc = 1

10 .
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé, ÷òî òðîéêà ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, â ñàìîì äåëå ñå-
ùóñòâóåò è îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, êàê òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ x3+x2− 1

10 = 0.

▷ 10. Íàéäèòå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí íàáîð ñåìè ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ, òàêèõ, ÷òî ñóììà èõ êóáîâ ðàâíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó 14-çíà÷íîìó
÷èñëó N = 16781934923776.

Ðåøåíèå: Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëî N : 3776 = 16 · 236

⇒ N
...16

S1 = 1 + 7 + 1 + 3 + 9 + 3 + 7 = 31
S2 = 6 + 8 + 9 + 4 + 2 + 7 + 6 + 42

S1 − S2 = 11 ⇒ N
...11 ⇒ N

...176

16781934923776
... 176 = 95351902976

N = 176 · 95351902976 = 176 ·N1

N1

...16, (2976 = 16 · 186)

N1

...11, S1 = 9 + 3 + 1 + 0 + 9 + 6 = 28
S2 = 5 + 5 + 9 + 2 + 7 = 28
95351902976:176= 54177217

N2 = 54177217
N = 1762 ·N2 = 1763 · 3078251 = 1763 · 11 · 279841

279841
...11

2+9+4=15
7+8+1=16

279841
...13; 17; 19

279841 = 23 · 12167 = 232 · 529 = 234

N = (11 · 16)3 · 11 · 234 = 163 · 114 · 234 = 84 · 114 · 234 = 20244



n3
1 + n3

2 + n3
3 + n3

4 + n3
5 + n3

6 + n3
7 = 20244

nk = dk · 2024
d = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]
⇒ d3 = [1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000]
d1 = 10, d2 = 9, d3 = 8 ⇒ d31 + d32 + d33 = 2241
d4 = 5, d5 = 4, d6 = 3, d7 = 1 ⇒ d34 + d35 + d36 + d37 = 217
d31 + d32 + d33 + (−d4)

3 + (−d5)
3 + (−d6)

3 + (−d7)
3 = 2024.


